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Bevezetd példdk:

1. példa

Bothitharma kilenc éven at meditalt a Shongszan hegyen |évo barlangjaban,
annak falara meredve. A hagyomany szerint tekintete erejével lyukat furt
a barlang falan. A lyukon keresztiil nézte, ahogy kedvenc tanitvanya, Hui-Ku
tart lefelé a hegygerincen. Hui-Ku vallan mindig ott ult kedvenc solyma.
A solyom, amikor gazdaja elindult, felszallt a vallarol és nyilegyenesen
repult vizszintesen elore. Ha Hui-Ku megpihent, a sélyom a ra jellemzo
fliggdleges zuhanorepulésben visszaszallt a vallara. Min tOprenghetett
Bothitharma Hui-Ku solymat latva?

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszinl matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]

Bothitharma egy shaolin
kolostor apatja volt,
nevehez flizédik (Kr. u. 600
kordl) a zen buddhizmus
megalapitasa. O talalta ki

a kungfu alapmozdulatait

a meditacio kozben
elsorvadt izmok
karbantartasara.

Bothitharma barlangja
o :

| 1. 4bra



Megoldas

Bothitharma barlangja a hegy 1abatol fiiggdlegesen 3200 m-re, vizszin-
tesen pedig 1200 m-re van (1. 4bra). Azon elmélkedik, hogy Hui-Ku kiilon-
bozd pihendhelyeire milyen meredek Ut visz a barlangbdl. Hui-Ku
elsd pithendhelye a hegy labatol 950 m-re taldlhaté vizszintesen és
2400 m-re fligg6legesen. Bothitharma arra gondol, hogy amig Hui-Ku
ereszkedik a hegygerincen lefelé, addig a madar az els6 pihenShelyig
vizszintesen 1200—950 m, fiiggblegesen 3200—-2400 m utat tesz meg.
3200 — 2400

1200 - 950
A kiilonbségek hdnyadosa a barlangot €s az elsd pihenShelyet Ossze-
kot6 szakasz meredeksége. A mésodik pihen6helyig a s6lyom a barlang-
tol osszesen 1200—800 m-t tesz meg vizszintesen €s 3200—1900 m-t

fiiggolegesen, a kiilonbségek hanyadosa 3200 = 1900 . Ennyi a masodik
1200 — 800

pihendhely és a barlang szdjat 6sszekotd szakasz meredeksége. A tovabbi
pihendhelyek pontos helyét nem ismerd Bothitharma igy gondolkodik:
,,;Ha az n-edik pihenGhely a hegy labatdl x, tavolsdgra van vizszintesen,

és y, tavolsagra fiiggblegesen, akkor vizszintesen 1200 — x,,, fiiggd-

o 3200y,
legesen 3200 —y, tavolsagot tesz meg a sOlyom. Igy ———
1200 - x,,

A fiiggllegesen és vizszintesen megtett utak ardnya

Hui-Ku utjdnak meredeksége.”

Megjegyzés: Abarlang bejdratét (x; yo)-lal jelolve az utak meredeksége
X0 = Xp

Osszedllitotta: Bolcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]
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2. pelda

Leibniz problémaja: Hatarozzuk meg egy parabola egyik pontjaban, ese-
tinkben az f(x) = x2 valos fiiggvény (2; 4) pontjaban hizott érint6
egyenletét.

Megjegyzés: Igen am, de mit értiink érinté alatt? Altaldnos iskoldban a kor | 2. dbra

esetén ugy hataroztuk meg, hogy az érintd olyan egyenes, amelynek pontosan £ .
egy kozos pontja van a korrel (2. dbra). Mi a helyzet a parabolaval, vagy specialisan
az f(x) = x? fiiggvény grafikonjdval?

A gorbének minden y tengellyel — a fliggvény szimmetriatengelye — parhuzamos
egyenessel egy kozos pontja van. S6t, g(x) =|x| fiiggvény ,,csticsdban” nemcsak
a szimmetriatengellyel parhuzamos egyeneseivel van egy k6zos pontja, hanem

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



az origdn atmeno 0sszes olyan egyenessel, amelynek iranyszdge nem 45° vagy
135° Az i1s lehet, hogy az egyenes szeld (d6f1 a gorbét) és érintd egyben, pl.
h(x) = sinx fliggvénynél (3. abra). Mivel a pontos meghatarozas nem is olyan egy-
szerd, maradjunk egyeldre az érint6 szemléletes fogalmanal.

Térjiink vissza f(x) = x>-hez, és prébaljuk felirni a (2; 4) pontjdban
huzott érintd egyenletét! Tudjuk, hogy az érintdnek at kell haladnia
a gorbe (2; 4) pontjan, csak meredekségét nem ismerjiik. Tehat egyen-
lete y=m(x-2) + 4.

Vegyiik a (2; 4) ponton atmend szelOk egy olyan sorozatat, amelyek
athaladnak az (xn; x,%) parabolaponton. Kozelitsiik ezt a pontot a (2; 4)

2 _n2
Xy —2

ponthoz. A szelSk irdnytangensei ekkor tg(or,) = sorozatot

n
alkotnak. Mi lehet a tg(«,) sorozat hatdrértéke? (4. abra)

o 00 -2 +2
limtg(e,) = lim Tn = lim 1~ ) %) =
n—oo X, 2 X, — 2 x—2 L ),

= lim (x, +2) = 4.
-2

A szelok meredekségének van véges hatarértéke, igy az €érintd egyenlete:
y=4(x-2)+4=4x—-4.

3. abra

4. abra




Megjegyzés: Az érint6 egyenletét kiszamithattuk volna masképp is. Mivel az érin-
tonek egy ko6zos pontja van a gorbével, ezért a kovetkezo egyenletrendszernek

megoldast kell adnia:
ey g : y=m(x—2)+4}

y=x?

Ez pont akkor teljesiil, ha az x*> — mx + 2m — 4 = 0 egyenlet diszkrimindnsa O:
D=m?>-8m+16=0 = m=4.

(Azért nincs két megoldas, mert a fliggdleges egyenesnek nincs meredeksége.)
Az eljaras barmely adott (xo; f (xo)) pontban elvégezhetd. Tekintsiik

dltaldban az (x,; f(x,)), (¥Xo; /(X)) pontok dltal meghatdrozott szelék
hanyadosaibdl képezett sorozat hatarért€két, vagyis a

lim T2 = S00) _ i a )

X, Xy X, — X X, Xy

hatarért€k-feladatot. Ha ez a hatarérték 1€tezik és véges, akkor ezt
tekinthetjiik az f(x) fliggvény (xo; i (xo)) pontjaba huzott €érinté mere-
dekségének. Ha a hatarérték nem Iétezik vagy végtelen, akkor a gor-

bének a pontban nincs érintgje. Ugy 1s meg szoktak fogalmazni, hogy
az érintd a szelok hatdrhelyzete.

UIyuIZn eieinel [IViOLJdik NUuuo|

Ezt mar tekinthetjik
az érint0 szemléletes
definiciojanak is.



3. példa

A szokasos jeloleseket hasznalva, az auto ¢ ido alatt s(f) utat tesz meg.
A megtett Ut az idotol fligg, a sebesség pedig az eqységnyi idotartam alatt
megtett ut. Mit értsiink azonban pillanatnyi sebesség alatt? Hogyan
hatarozzuk meg autonk sebességet ¢ idépontban?

Megoldas

Végezziink egy gondolatkisérletet! Menjiink elore az 1doben vala- '
mennyit, €s allapitsuk meg, hogy ez alatt mekkora utat tettiink meg. i
A h>0 1d6 alatt, #-t0l (¢ + h)-1ig megtett ut sz + h) — s(¢). Mivel ey

z s LN e ”, P A) (t + h) —§ (t )
a sebesség az egységnyi 1d0 alatt megtett ut, ezért az z "

hanyados pontosan ezt a sebességet adja meg (5. abra). A hanyados / | t =
azonban fiigg h-tol! A 1 id6pontbeli sebességet akkor kapjuk meg, 7
ha h a lehetd legkisebb, azaz h — 0. Igy a pillanatny1 sebesség pon- | 5. dbra

s(t+ h)—s(t)

hatarérték, amennyiben az 1€tezik €s véges.

tosan Iim
h—0

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



Foglaljuk 0ssze tapasztalatainkat!

f(xn) B f(xO)

Az elso két példaban kiilonbségek hanyadosait forméaban
Xn— X0
vizsgaltuk. Azt kerestiik, hogy ezen sorozatoknak van-e hatarért€ke
J) = fi (xo)

adott x, pontban. Gyakorlatilag F(x) = fliggvény x,-beli

X — Xg
hatdrértékét szamoljuk, ha x — xq (x # xp).

Harmadik példankban 7 = x,, x,, — x5 = h jelolésekkel

ek g "RRA-— S(*n) — $(*¥0)

h X~ Xg
(Ujra F(x)-nek megfelel formardl van sz6.) Itt & — O jelenti azt, hogy
Xy — X0-
Minden példaban ugyanazt a ,,forr6 kasat” kertilgetjtik.
Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-

matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



Differenciahdnyados fogalma:

4.1. DEFINICIO: Ha f(x) fiiggvény értelmezve van x és x; (x £x,)

x) - flx
helyeken, akkor a g(x) = f) = fixo) fiiggvényt
X — X,

az f(x) fuggvény x, pontbeli differenciahanya-
dosanak* nevezziik.

A differenciahanyados tehat egy fliggvény, amelynek értelmezési tarto-
ményara D, = D/\{x}.

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az

analizis elemei [Mozaik Kiadd]



Differencialhanyados fogalma:

4.2. DEFINICIO: Legyen az f(x) fiiggvény az x, pontban és annak
valamely I kornyezetében értelmezve. Ha létezik

Jfx) - f(xo)

és véges a lim hatarérték (xe€l,
x—=x, X—X

x #Xx,), akkor ezt a hatarértéket f(x) fiiggvény
xo pontbeli differencialhanyadosanak™ hivjuk,
J(x)-et pedig x,-ban differencialhatonak (derival-
hatonak) nevezziik.

Jelolése:
, : d A
[ (xq)s [f(x0) é =1

INX

b
X=X

x=x0



Tovabbi példak:

4. példa:
Differencidlhato-e az f(x)=c fuggvény?

Megoldas

Az f(x)=c konstansfiiggvény minden x; helyen differencialhato,
ugyanis egy tetszoleges x) € R = Dy pontra differencialhanyadosa:
c—c

lim = ).
X=Xy X — XO

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



5. példa:
Differencidlhato-e az g(x)=x fuggvény?

Megoldas

A g(x) =x fiiggvény barmely x; € R =D, pontra differencialhato,
ugyanis differencidlhanyadosa:
X—X
lim 9 -1,

X—>xy X — X

6. példa:
Differencidlhatd-e az h(x)=x? figgvény?

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]



Megoldas
A bevezetSben vizsgdlt h(x) = x> fiiggvény barmely x,€ R =D,
pontban differencialhato, ugyanis

3 _ D _ +
i T e F R ey e
xX—xy X — X X=X, X — X X—>X,

Megjegyzés: Kordbban mdr elemeztiik az y = x? fiiggvényt. A fenti eredménybe
helyettesitve x, = 2-t, természetesen most is 2-2 =4 a differencialhanyados.

Maradva utolsé példanknal, képzeljiik el, hogy a h(x) = x? fiiggvény
differencialhanyadosat minden valos x, helyen meghataroztuk, és min-
denhol 2x,-t kaptunk eredményiil. Igy 1étrejott egy ujabb fiiggvény,
amelynek hozzarendel€ési szabédlya x, — 2x, értelmezési tartomanya
D, azon részhalmaza, ahol h(x) differencialhato, vagyis R. Ez a tiigg-
vény persze szoros kapcsolatban van A(x)-szel.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az
analizis elemei [Mozaik Kiadd]




Derivaltfuggveny fogalma:

4.5. DEFINICIO: Legyen az f(x) egy fiiggvény és D’c Dy azon pon-

tok halmaza, ahol f(x) differencialhato. Az f(x)
differencialhanyados-fiiggvényének, derivaltfiigg-
vényének vagy deriviltjanak nevezziik, és f(x)-szel
jeloljilk azt a fiiggvényt, amely D’ pontjaiban
az f(x) fuggvény differencialhanyados-értékeit
veszi fel.

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu). Forrds: Sokszin0 matematika - Az

analizis elemei [Mozaik Kiadd]




